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Stowa kluczowe
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Abstract

Stanistaw Zak

Rozwigzanie doptywu wody do studni metoda
roznic skonczonych w logarytmiczno-walcowym
uktadzie wspotrzednych

Solution of Water Inflow to Well by the use of
Finite Differential Method
in Logarithm-Cylindric Coordinate System

studnia, metoda réznic skoriczonych, przeplyw ustalony, Excel
well, finite difference method, steady-state flow, Excel

Paper presents the method of numerical solution of steady-state flow of
water into well made in a layer with confined groundwater surface by
the use of finite differential method. The solution embrace groundwa-
ter flow in an orthotropic aquifer in conditions of flow into incomplete
well supplied from upper and lower located layers. Recharge may ha-
ve a constant value or may be the linear function with respect to the
largeness of depression cone caused by the well exploitation. The so-
lution is related to the axis-symmetrical groundwater flow into a well
and it is based on the equation of groundwater flow in logarithm-
cylindric coordinate system. Solution in previously defined coordinate
system assures very high precision of calculations with not very dense
discrete grid. On the base of proposed method author made a compu-
ter code in Excel spreadsheet, which uses iteration method of calcula-
tions. Computer program enables calculation of groundwater flow into
well, range of depression cone, permeability ceofficient, it also gene-
rates plots of groundwater surface situation and hydraulic gradient as
a function of distance from the well. This computer code is free acces-
sible at www.ig.pwr.wroc.pl/zaklady/ZGiWM as studniazwnap.xls.
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1. Wprowadzenie

Podstawowe rownanie laminarnego przeplywu cieczy niescisliwej w nieodksztatcalne;j,
jednorodnej 1 ortotropowej warstwie wodonosnej przy zalozeniu, ze kierunki osi
wspotrzednych pokrywajq si¢ z osiami glownymi tensora wodoprzepuszczalnosci ma
postac:
o°H o°H o°H
+k +k. =0

ot oyt T o ’ M

gdzie: ky,, k, k.. — wartosci wspdtczynnika filtracji odpowiednio w kierunku x, y, 1 z; H —
wysokos¢ hydrauliczna.

W przypadku rozwigzywania doptywu do pojedynczej studni, bardzo czesto korzysta sig
z rownania przeptywu we wspotrzednych walcowych (r, ¢, z). Zakladajac, ze
w plaszczyznie poziomej wspdtczynnik filtracji ma wartos¢ niezalezng od kierunku, tj. &,
= k,, = k,, (warstwa wodonosna jest ortotropowa cylindrycznie) oraz przeptyw jest osiowo-
symetryczny, rownanie (1) przedstawia si¢ w postaci:

+k____aT:0 (2)

r

"ror\_ or

Lo, a1, 2

Dla pionowej studni doglebionej, zasilanej bocznie, ujmujacej wodg z warstwy wodonosne;j
o napietym zwierciadle wody i statej migzszosci, ktora jest zafiltrowana na pobocznicy
wzdtuz calej migzszosci warstwy wodonosnej istnieje analityczne rozwigzanie rownania (2)
(Dupuit’a). Jesli jednak doptyw do studni odbywa si¢ na mniejszym odcinku niz migzszosc¢
warstwy wodonosnej lub jesli zachodzi zasilanie warstwy wodonosnej poprzez jej strop lub
spag, rozwigzanie doplywu do studni dokonuje si¢ najczesciej przyjmujac tzw.
aproksymacj¢ Dupuit, %:0 , lub metodami numerycznymi. Wigkszos¢ praktycznych

zastosowan bazuje na analitycznych rozwiazaniach z uwzglednieniem aproksymacji Dupuit
(Dabrowski i in., 2004, Ferris i in., 1989, Franke i in., 1987). Na takich rozwiazaniach
oparte s3 rowniez w wiekszosci specjalistyczne programy komputerowe, za pomocg
ktérych okresla si¢ wtasciwosci hydrogeologiczne skat, np. oprogramowanie AquiferTest
(Rohrich, 2001, Kasztelan, Przybytek, 2005).

Rozwigzanie réwnania doptywu do studni moze by¢ aproksymowane numerycznie, przy
zastosowaniu metody roznic skonczonych, metody elementow skonczonych, metody
elementow brzegowych (Wosiewicz, Sroka, 1992), metody wirdw. Zastosowanie metody
roznic skonczonych do obliczen doplywu do studni przy wykorzystaniu rownania (1)
wymaga gestej siatki dyskretyzacyjnej. Pomimo tego doktadnos¢ uzyskanego rozwigzania
jest ograniczona. Przyktadem rozwiazania doptywu do studni w dwuwarstwowym uktadzie
wodonosnym jest praca (Hatadus i in., 1995), gdzie w samym tylko ujmowanym poziomie
dokonano podziatu na ponad 3000 blokow. Zastosowanie specjalistycznych programow do
obliczen filtracyjnych, bazujacych na réwnaniu (1) 1 metodzie réznic skonczonych, np.
ModFlow rowniez wymaga gestej siatki, a doktadnos¢ obliczen jest ograniczona.
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Wykorzystanie metody roznic skonczonych do rozwigzania numerycznego rownania (2)
pojedynczej studni jest lepszym rozwigzaniem, lecz i w tym przypadku wymaga to
zastosowania stosunkowo gestej siatki, a dokladnos¢ rozwigzania jest rowniez ograniczona.
Ograniczenie doktadnosci wigze si¢ z charakterem zmiennosci wysokosci hydraulicznej
w funkcji drogi przeptywu. W zadaniach doptywu do studni wysokos¢ hydrauliczna
zmienia si¢ z odlegloscig od osi studni » w sposob krzywoliniowy zblizony lub zgodny
z funkcjg In ». W zwigzku z tym mozna si¢ spodziewac, ze w uktadzie wspotrzednych
logarytmiczno-walcowym zmiennos¢ wysokosci hydraulicznej bedzie zblizona do liniowe;j,
co powinno prowadzi¢c do wuzyskania bardzo doktadnych wynikéw rozwigzan
numerycznych. Stosujac relaksacyjna metode obliczen liczba koniecznych iteracji rowniez
powinna by¢ istotnie mniejsza.

2. Sformulowanie zadania doplywu wody do studni

Celem weryfikacji sposobu obliczen doptywu do studni przy zastosowaniu metody roznic
skonczonych w uktadzie logarytmiczno-walcowym rozwigzano doptyw do studni
niedoglebionej zasilanej przez spag i strop warstwy wodonosnej w warunkach przeptywu
ustalonego (rys. 1). Przy zatozeniu, ze w plaszczyznie poziomej wspdtczynnik filtracji ma
wartos¢ k, oraz przeptyw jest osiowo-symetryczny doptyw do takiej studni opisuje
rownanie (2). W logarytmiczno-walcowym uktadzie wspotrzednych (p, ¢, z) gdzie p =Inr
przyjmuje ono postac:

1 o°H O°H
vy the—5=0 3)
e”? op = oz
A
z P Q
7 = vf‘ o I
o — N W E— "
B || I3 e | o .
; e H, . |H,
L - o = =
k £=kLH s - ' } ! ¥ H C
z M, M T e -g%=0
00 . i Y Y .00
k oH ﬂ—o 4 H s
o i dp =0/ <0 P

Rysunek 1. Schemat studni z warunkami brzegowymi na granicy drenowanej warstwy
wodonosnej
Figure 1. Scheme of a well with boundary conditions on the border of drained aquifer
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Zadanie doptywu wody do studni rozwigzano przyjmujac nastepujace warunki brzegowe:

e oH . .
B na spagu warstwy wodonosnej k____a—:b (przy wystgpowaniu granicy

nieprzepuszczalnej b =0, tj. %—H =0),

. . H, -
B w stropie warstwy wodonosnej k____%—H:k1 :
= 1

(wielkos¢ zasilania zalezy od

wytworzone] depresji - jesli wspotczynnik filtracji k; = 0, to zasilanie wynosi 0

1 warunek sprowadza si¢ do on =0),

na granicy filtra studziennego H = H,,

na granicy zasilania H = Hg,

B na granicy z rurg podfiltrowa Z—H =0.
p

Wystepujace w warunkach brzegowych symbole oznaczaja: k; — wspodtczynnik filtracji
potprzepuszczalnej warstwy, poprzez ktorg zasilana jest drenowana warstwa wodonos$na;
M, — miazszos¢ warstwy polprzepuszczalnej, H; — wysokos¢ hydrauliczng w warstwie
wodonosnej, z ktorej nastgpuje doptyw wody do warstwy drenowanej, Hy, — wysokos¢
hydrauliczng w studni; Hr — wysoko$¢ hydrauliczng na granicy zasilania.

3. Opis rozwigzania zadania

Doplyw do studni rozwigzano numerycznie metoda roznic skonczonych w arkuszu
kalkulacyjnym Excel, bazujac na réwnaniu (3) i przedstawionych wyzej warunkach
brzegowych. Do rozwigzania przyjeto niewielkiej gestosci siatke¢ 24 na 25 elementow.

Wzdluz osi z przyjeto dlugos¢ bloku ':2—]\:[1, gdzie M oznacza miazszos¢ warstwy

InR-Inz,

wodonosnej, natomiast wzdtuz osi p dtugos¢ bloku Ap = , gdzie: R — promien

granicy zasilania; ry — promien studni.

Istota obliczen polega na wpisaniu w Excelu odpowiednich réwnan réznicowych
1 rozwigzaniu powstatego uktadu réwnan. Rozwigzanie uktadu rownan jest wykonywane
metodq relaksacji i sprowadza si¢ do przeprowadzenia zadeklarowanej liczby iteracji.
Procedura obliczen jest bardzo prosta. Polega ona na wprowadzeniu danych, tj. wpisaniu
w polach zaznaczonych kolorem szarym (rys. 2) wartosci wspotczynnikow filtracji &, i k..,
wysokosci hydraulicznej na granicy zasilania Hy, wysokosci hydraulicznej w studni H,
1 glebokosci zafiltrowania /. W przypadku stalego zasilania warstwy wodonosnej przez

strop lub spag warstwy wodonosnej wpisuje si¢ t¢ wartos¢ jako wielkos¢ b. Jesli wartos¢
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zasilania warstwy wodonosnej zalezy od wytworzonej w niej depresji, nalezy wpisac
wartos¢ wspotczynnika filtracji ,,potprzepuszcezalne]” warstwy ki, jej migzszos¢ M, oraz
wysokos¢ hydrauliczng H; w warstwie wodonosnej, z ktorej nastepuje doptyw wody.
W wyniku przeprowadzenia iteracji uzyskuje si¢ rozwigzanie zadania. W metodzie tej
doktadnos¢ rozwigzania zalezy od liczby iteracji. Z kolei liczba iteracji zalezy w duzym
stopniu od wartosci promienia zasilania. Im promien jest mniejszy, tym szybciej uzyskuje
si¢ koncowe rozwiazanie (zbieznos¢ rozwigzania jest lepsza). Dlatego tez w niektorych
przypadkach wskazane jest wykonywanie obliczen dla zadanych warunkow przeptywu
przyjmujac niewielka wartos¢ promienia, a nastgpnie zwigkszajac ja stopniowo do
wlasciwej wartosci.

3 =l21x]
E) ek i widk Witaw Format Musdss Daw Choo Pomor 181X
D EERy | sBBC o=@z A HE WY v rocnsu|EERE F|EL-S-A- Y
G25 =| =
A Dl 1] E | F | G H T K 1 =
i STUDNU\ w WARSTWIE Q NAPIEI'Y'M ZWIERCIADLE WODY |
7 7 e
Polozenie zwierciadla wody w funkeji odleglosci od osi studni
¥z ZolrDpewe] warsty o i
5 alamym od powstate] depres)i
I3 126000
71
8 Wspolczynulk fiirachl kr, m's 0.00001 100000 1
9 Wspilczynnik flitracl ke, m's 0.000001
100 Wysokosé hydr, w studni Ho, m &0 N —— =
11 Wysokoéé by iczna Hy. m <) BO.000 '(
12 Promien studni f, m 1 075
13 Migiszose warstwy wodonosnej M. m 0] _&a-060 ’
14 Glebokosé filtia ponize] stiopu |, m 5 R
15 R m 143]
i 3 warstwy wodonesnej 40,000
& b mmirok Hg
sokodd hydr w warstwie izol. Hy, m 92 Hy
18 Wsp. filtracj warstwy izol ky, mis 0.0000001 20.000 1 ™ R
20 Miazszodt warstery izl My, m 10}
21 a= kM, &7 1E-08 T T et - - -
22 Wsp. zasilania £=a"H, - H)+b 100 Sl o 50 100 150 200
B
24 Doplyw wody da studnl, m*/godz. 520
25 Wyplyw wody 7 gruntu do zhlarnika ola:rn]q:ago w-,up@ m¥qadz. 002
25 Doplyw wind 7 wyle] palofonych warstw I ych, m*igadz. 5325
27 Doplyw wid z viZe] polofonych warsiw wodanoénych, m”/godz. 0.00
25 Bilans (suma wyply 7 Warstwy lonosnej], m*/gadz. 003
X Bl fau ply minns suma odply lziel przez 05" suma doplywow i odlywaow), * 0.6
3 Promien leja depiesji { tylko przy zasilaniu 7 w-pa] lub nizej poloionych warstw wodonesnych), m 43 +- 2
31 Doplyw wordy do studni wg rozsiazania analitycznego, moigodz
32 Birad wrglyderm rozwigzania snailycznego, %
L4 TvI3\pane (i 7 JRUMN i 55 _S5_&o W is s S8t st i
GOty Frzalcza = ) e ey
) start| ) STUDIIA - Moot wors | (5] - studnia... | | 0@ a1

Rysunek 2. Przyktadowe wyniki obliczen doptywu do studni za pomocg arkusza
kalkulacyjnego Excel
Figure 2. Examples of the calculation results of groundwater flow into the well by the use of
Excel spreadsheet

Po wykonaniu iteracji stworzona w Excelu procedura obliczen umozliwia uzyskanie:
B doptywu wody do studni,
B wielkosci bocznego zasilania warstwy wodonosnej w odlegtosci R,

B wielkosci doptywu wody z nizej i wyzej potozonych warstw wodonosnych,
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B bilansu doplywow do warstwy wodonosne;j i
B Dbledu obliczen.

W przypadku zasilania warstwy wodonosnej z wyzej lub nizej potozonych warstw
wodonosnych mozna okresli¢ wartos¢ promienia leja depresji. Procedura oznaczania polega
na wstawianiu wartosci promienia leja depresji R i porownywaniu wielkosci przeptywu
przez pobocznice walca o takim wiasnie promieniu R. Jesli przeptyw przez pobocznice
bedzie wynosit w przyblizeniu zero to wstawiona wartos¢ oznacza promien leja depresji.
Program utatwia wyszukiwanie poprzez wyswietlanie informacji, czy wstawiony wczesniej
promien nalezy zwigkszy¢ czy tez zmniejszyc.

Opracowany program umozliwia rowniez okreslenie wspotczynnika filtracji. Nalezy w tym
celu tak dobra¢ k, aby wydatek Q byt zgodny z uzyskanym wydatkiem studni.
W przypadku zasilania warstwy wodonosnej przez strop i spag nalezy jednoczesnie tak
dobra¢ R aby stanowit on promien leja depresji.

4. Wyniki przeprowadzonych testow i wnioski

Przedstawiony wyzej, numeryczny sposob obliczen doplywu wody do studni w uktadzie
logarytmiczno-walcowym poddano testowaniu. Testowanie polegalo na wykonaniu
obliczen za pomoca programu w arkuszu kalkulacyjnym Excel. Testami objeto doptywy
wody do studni doglebionej i niedoglebionej dla nastgpujacych warunkoéw zasilania
warstwy wodonosne;:

B bocznego zasilania (przez pobocznicg walca),

B stalego zasilania warstwy wodonosnej (stata predkos¢ doptywu wody) przez strop lub
spag warstwy wodonosne;j,

B zasilania warstwy wodonosnej przez strop lub spag zaleznego od wielkosci depresji
wywolane] drenazem (przesaczanie z wyzej lub nizej potozonych warstw
wodonosnych),

B roznych, wyzej wymienionych kombinacji zasilania.
W wyniku przeprowadzonych testow sformutowano nastepujace wnioski:

1) Numeryczne rozwiazanie zadania doptywu do studni w logarytmiczno-walcowym
uktadzie wspolrzgdnych jest bardzo efektywne. Niewielka gestos¢ siatki
dyskretyzacyjnej powoduje, ze uzyskuje si¢ bardzo wysoka doktadnos¢ obliczen przy
stosunkowo niewielkiej liczbie iteracji. Przyktadowo dla studni doglebionej zasilane;
bocznie (rozwiazanie Dupuit) lub przez strop i spag warstwy ze stalg wartoscig b,
siatka 24x25 weztow pozwala na uzyskanie wielkosci doplywu z btedem ponizej
0,01% w porownaniu z rozwigzaniem teoretycznym.

2) W przypadku studni niedoglebionych mozna uzyska¢ duza doktadnosc obliczen.
Swiadczy o tym bilans doptywéw do warstwy wodonosnej, ktory w miar¢ wzrostu
liczby iteracji dazy do zera (jesli wezet siatki wypada doktadnie na granicy filtra).
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3)

4)

Zastosowana procedura obliczen, przy zasilaniu warstwy wodonosnej przez strop lub
spag zaleznym od wywotanej depresji pozwala na uzyskanie dostatecznej doktadnosci
obliczen. Maksymalne bledy w bilansie doptywow do warstwy wodonosnej nie
przekraczaja w tym przypadku kilku procent.

Program do testowania napisany zostal w ogolnodostepnym arkuszu kalkulacyjnym
Excel. Sposob obliczen jest bardzo prosty. Polega on na wpisaniu odpowiednich
danych 1 uruchomieniu procedury iteracyjnej. Arkusz ten moze stuzy¢ do okreslania
wlasciwosci  hydrogeologicznych warstw wodonosnych w warunkach przeplywu
ustalonego do studni wykonane] w warstwie o napigtym zwierciadle wody,
a w szczegolnosci doptywu do studni niedoglebionej 1 wystepowania wilasciwosci
ortotropowych skaty, przy zasilaniu drenowanej warstwy wodonosnej z wyzej i nizej
potozonych warstw. W wyniku obliczen przedstawiony jest rowniez bilans doplywu
do warstwy wodonosnej oraz generowane sa wykresy polozenia zwierciadta wody
1 spadkéw hydraulicznych w zaleznosci od odlegtosci od osi studni. Program,
stanowiacy plik o nazwie studnia zw nap.xls, udostgpniony jest nieodplatnie na
stronie internetowej www.ig.pwr.wroc.pl/zaklady/ZGiWM.
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