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Geological conditions of subsurface groundwater flow are very variable
in time and space, therefore the parameters of water-bearing formations
are in reality random variables. Stochastic methods of mathematical in-
terpretation are the best tools to deal with such variables in hydroge-
ological calculations. The general conception of stochastic approach to
random variables depending on time or space has been presented in
the paper, as well as the way of decomposition the random variables
into mean values and perturbations. The use of this decomposition has
been shown on the examples of one- and two-dimensional differential
equations of groundwater flow.
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Wprowadzenie

Filtracja wod podziemnych opisywana jest najczeséciej za pomoca roéwnan rézniczkowych
czastkowych drugiego rzedu, w ktorych zaktada sig, ze zarowno wspotczynniki rownan, jak
i warunki poczatkowe i1 brzegowe sa znane i jednoznacznie okre§lone w przestrzeni
iw czasie. Tak postawione zagadnienia okreslane sg jako deterministyczne. Determini-
styczne rownania rozniczkowe sg szeroko stosowane w praktyce do przyblizonego opisu
sytuacji 1 proceséw zachodzacych w przyrodzie. W rzeczywistosci jednak zmienno$é wa-
runkow filtracji w czasie 1 przestrzeni zmienia si¢ losowo, dlatego chcac bardziej wiernie
odwzorowa¢ warunki naturalne filtracji wod podziemnych, konieczne jest postuzenie sig
metodami probabilistycznymi, do ktorych nalezy losowa zmienno$¢ warunkéw filtracji
w czasie, okres§lana jako proces stochastyczny oraz zmienno$¢ w przestrzeni — opisywana
jako pole losowe.

Rozwiazania oparte na deterministycznym traktowaniu zagadnien filtracji wod podziem-
nych obarczone sa zazwyczaj znacznymi, cho¢ blizej nieokreslonymi btgdami. Warunki
geologiczne, od ktorych zaleza wlasciwosci hydrauliczne goérotworu, sa bowiem w rzeczy-
wisto$ci bardzo zmienne w przestrzeni. W szczegdlnoéci przepuszcezalnos¢ pozornie jedno-
rodnych utworé6w wodonos$nych zmienia si¢ niejednokrotnie w granicach kilku rzedow
wielkosci. W warunkach nienasyconych przepuszczalno$¢ gruntu moze si¢ zmieniaé nie
tylko w przestrzeni, lecz takze w czasie. Dostgpne informacje o warunkach filtracji wod
podziemnych sa na ogdt tak skape i rozproszone, ze rzeczywisty rozktad wlasciwosci hy-
draulicznych osérodka jest wysoce niepewny. W tej sytuacji tradycyjne, ilo$ciowe traktowa-
nie filtracji wod podziemnych, oparte na analitycznych lub numerycznych rozwiazaniach
rownan rozniczkowych czastkowych, w ktorych wspotczynniki lub parametry uwazane sa
za znane, jest zazwyczaj dalekie od rzeczywistosci.

Wprowadzajac do klasycznych rownan rézniczkowych filtracji parametry utworéw wodo-
no$nych jako zmienne losowe, otrzymuje si¢ losowe lub stochastyczne rdwnania roéznicz-
kowe czastkowe. Opis matematyczny tego rodzaju zagadnien wymaga zastosowania metod
analizy procesow stochastycznych oraz po6l losowych.

Przez proces stochastyczny rozumie si¢ zmienna losowa zmieniajaca si¢ nieregularnie
w czasie. Zmienna losowa zmieniajaca si¢ nieregularniec w przestrzeni wiclowymiarowej
okreslania jest jako pole losowe.

Opisy deterministyczne filtracji wod podziemnych opieraja si¢ zazwyczaj na srednich war-
tosciach parametrow. W rozwiazaniach stochastycznych oprocz wartosci $rednich koniecz-
na jest ocena stopnia zmiennos$ci prognozowanej wielkosci. Zmienno$¢ ta charakteryzowa-
na jest zazwyczaj za pomoca kowariancji obliczanej dla sasiednich punktow czasu lub prze-
strzeni rozmieszczonych w odstepach okreslonych dla przyjetej skali.

W analizie zmienno$ci warunkow filtracji wod podziemnych niezmiernie wazna rolg gra
skala, w jakiej zmiennos¢ ta zachodzi. Kazdy schemat majacy na celu ilo§ciowe ujecie wy-
nikow zmiennos$ci w czasie lub przestrzeni musi t¢ skalg bra¢ pod uwagg. Skala zmiennosci
wspotczynnika filtracji moze wynosi¢ od utamka do wielu metrow na dobg, a zmienno$é
w czasie — okres liczony w godzinach, dniach lub latach. Dla ujg¢ wod podziemnych anali-
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zuje si¢ prognozy w skali dziesiatek lat, natomiast w analizach srodowiskowych, takich jak
sktadowanie odpadow radioaktywnych, skala czasowa analizy moze wynosi¢ nawet tysiace
lat. Zachodzi zatem potrzeba mozliwie wiarygodnej ekstrapolacji stosunkowo ograniczone;j
liczby lokalnych obserwacji do opisu dominujacych efektow w systemie filtracji wod pod-
ziemnych w duzej skali.

Poczawszy od wczesnych lat osiemdziesiatych ukazata si¢ ogromna liczba publikacji doty-
czacych zastosowan metod stochastycznych w zagadnieniach filtracji wod podziemnych.
Generalnie publikacje te sa trudne do czytania i zrozumienia dla osob nie majacych wprawy
w posthugiwaniu si¢ stosowanymi w tych zagadnieniach metodami matematycznymi.
W niniejszym referacie, opierajac si¢ na pracy Gelhara (1993), przedstawiono w zarysie
podstawy stochastycznego traktowania zagadnien filtracji wod podziemnych, nie wchodzac
w metodyke rozwiazywania stochastycznych réwnan rozniczkowych. Bardziej szczegodto-
we omowienie tych zagadnien mozna znalez¢ w licznych pracach podstawowych z tego
zakresu publikowanych gltéwnie na tfamach Water Resorces Research, a w szczegdlnosci
w pracach Dagana (1989), Gelhara (1993), Zhanga (2002) i innych.

Procesy stochastyczne

Procesy stochastyczne stuza do charakteryzowania zjawisk zmieniajacych si¢ nieregularnie
w czasie. W sensie matematycznym przez proces stochastyczny rozumie si¢ zbior wszyst-
kich mozliwych zapisow zmiennosci obserwowanej wielkosci w czasie. W wigkszoSci
przypadkéw do dyspozycji jest jednak tylko jedna obserwacja zmienno$ci danego zjawiska
w czasie. Taki konkretny zapis okre$lany jest jako realizacja procesu stochastycznego. Na
rysunku 1 pokazano koncepcjg realizacji procesu stochastycznego.

X(t)

Rysunek 1. Przyktad realizacji procesu stochastycznego
Figure 1. Example of realization of a stochastic process
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Proces stochastyczny zdefiniowany jest jako zmienna losowa w kazdym punkcie czasowym
X(?), zatem istnieje funkcja gestosci prawdopodobienstwa tej zmiennej f{x, £), na podstawie
ktorej mozna obliczy¢ srednia p(7) i wariancje procesu o (£):

ule) = E[x ()] = _Ofoxf (v, )dx (1)

o(r) = E{[X(0)- u(o))* |- _i[x —n(O)] s (x.)ax @)

W przypadku og6lnym zaréwno $rednia, jak i wariancja procesu stochastycznego moze by¢
zmienna w czasie. Ponadto, proces stochastyczny w rzeczywisto$ci obejmuje nieokreslenie
wielka liczbg zmiennych losowych zwiazanych z kazdym punktem czasowym w ciagtym
obszarze czasu. Kompletny opis probabilistyczny procesu stochastycznego musi uwzgled-
nia¢ wzajemne powigzania mi¢dzy zmiennymi losowymi odpowiadajacymi procesowi sto-
chastycznemu w réznych punktach czasowych. Charakteryzuje si¢ go za pomoca momen-
tow pierwszego i drugiego rzedu, to jest $redniej i kowariancji.

W zastosowaniach praktycznych mamy do czynienia z ograniczona liczba zmiennych lo-
sowych rozmieszczonych w pewnych odstgpach na osi czasu. Celem uproszczenia zapisu
oznaczmy zmienne losowe w punktach czasu ¢, i, przez X; i X; oraz odpowiadajace im
warto$ci Srednie przez p; i W,. Warto$¢ $rednia okreslona jest wzorem (1) a kowariancja
zmiennych X i X, moze by¢ zapisana w postaci

cov(X,, X,) = E[(X, -, )(X, -, )] = R(4.1,) 3)

Kowariancja dostarcza informacji na temat korelacji migdzy sasiednimi punktami czaso-
wymi. Nalezy zauwazy¢, ze gdy t; = f,, rownanie (3) okresla wariancjg, ktora moze by¢
funkcja czasu. Opis pierwszego i drugiego momentu procesu stochastycznego stanowi jego
peina charakterystyke, pod warunkiem, ze proces jest tacznie normalny.

Proces stochastyczny mozna bada¢ na réznych odcinkach czasu i przy réoznych odstgpach
migdzy analizowanymi punktami czasowymi. Proces, ktorego rozktady gestosci prawdopo-
dobienstwa zmiennej losowej sa niezalezne od przyjgtego poczatku czasu, a zaleza jedynie
od odstepu migdzy punktami czasowymi T = ¢; — £, nazywa si¢ stacjonarnym procesem sto-
chastycznym (stacjonarnym w wg¢zszym sensie).

Nalezy zauwazy¢, ze jezeli srednia jest znana, mozna ja po prostu odja¢ od X'i zastosowaé
warunek stacjonarnosci do wynikowego procesu o $redniej rownej zero. Pojecie stacjonar-
nosci jest wazna cecha, poniewaz jezeli wystgpuje, wynika z niej pewnego rodzaju powta-
rzalno$¢ w procesie, wskutek czego interpretacja statystyczna moze si¢ opiera¢ na analizie
pojedynczej realizacji.
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X(t)

t

Rysunek 2. Realizacja stacjonarnego procesu stochastycznego
Figure 2. Realization of a stationary stochastic process

W przypadku zjawiska ciaglego obserwuje si¢ zazwyczaj wysoka korelacj¢ miedzy blisko
siebie usytuowanymi punktami, natomiast gdy odleglo$¢ lub opdznienie wzrasta, korelacja
maleje. Przyktadowy wykres funkcji kowariancji pokazano na rysunku 3.

X

Rysunek 3. Przyktad funkcji kowariancji
Figure 3. Example of a covariance function

Pola losowe

Wiasciwosci hydrauliczne utworéw wodonosnych a takze warunki hydrogeologiczne, takie
jak wysoko$¢ hydrauliczna, wilgotnos¢, jakos¢ wody moga si¢ zmienia¢ zarowno w czasie,
jak 1 w przestrzeni. W przypadku zmiennosci analizowanej w przestrzeni jednowymiaro-
wej, np. w pojedynczym otworze wiertniczym, tego rodzaju zmiany moga by¢ opisywane
analogicznie jak wyzej omowione procesy stochastyczne z odpowiednio zmienionymi
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oznaczeniami. Jednakze w naturze mamy zwykle do czynienia ze zmienno$cia we wszyst-
kich kierunkach, dlatego opis statystyczny musi czgsto uwzglgdnia¢ zmiennos¢ w prze-
strzeni trojwymiarowe;.

Proces stochastyczny wielowymiarowy zwany jest polem losowym Y(x), gdzie x jest wek-
torem o sktadowych x;, i = 1, 2, ..., n, przy czym n moze oznacza¢ 1, 2 lub 3 wspodtrzedne
przestrzenne. Pole losowe jest zmienng losowa dla ustalonego x i jest kompletnie okre§lone
przez jej taczna funkcje gestosci prawdopodobienstwa.

Zatézmy, ze po odjeciu $redniej pola losowego mamy do czynienia z polem losowym
o zerowej $redniej, ktorego funkcja kowariancji ma postaé

R, (x,s)=E[Y(x+s)Y(x)] 4)

gdzie s jest wektorem odstgpu o sktadowych sy, 55 153.

Kowariancja jest na ogot funkcja x i s, jezeli jednak przyjmiemy warunek, ze zmienno$¢ zja-
wiska nie zalezy od potozenia w przestrzeni, to kowariancja bedzie zalezata tylko od dlugosci
wektora odstgpu migdzy punktami w przestrzeni. Warunek ten okreSlany jest jako jed-
norodnos¢ statystyczna, bedaca odpowiednikiem stacjonarno$ci procesu stochastycznego.

Jednorodne pole losowe jest statystycznie izotropowe, jezeli kowariancja zalezy tylko od
odstgpu migdzy punktami przestrzeni a nie od orientacji wektora odstgpu, natomiast gdy
kowariancja zalezy zaréwno od dlugosci, jak i orientacji wektora odstgpu s, pole losowe
jest anizotropowe.

Stochastyczne réwnania rézniczkowe

W hydrogeologii czg¢sto mamy do czynienia ze stochastycznymi réwnaniami roézniczko-
wymi, w ktéorych moga wystepowaé losowe warunki poczatkowe lub brzegowe, losowe
niejednorodnosci i losowe wspoétczynniki. Celem pokazania sposobu podejscia do rozwia-
zywania stochastycznych réwnan rézniczkowych rozwazmy rownanie w postaci

dx

—=—-AX+Y 4)
dt

Jezeli A jest stala, jest to stochastyczne rownanie rézniczkowe z losowa czg$cia niejedno-

rodna. Przyblizone rozwiazanie tego réwnania mozna uzyskaé, wyrazajac X i Y jako ich

warto$ci oczekiwane plus zaktdcenia o zerowej $redniej, to jest:

X=X+x, E[X]=X, E[x]=0

_ _ (6)
Y=Y+y, E[¥Y]=Y, E[y]=0
Stosujac t¢ dekompozycj¢ do rownania (5), otrzymuje si¢
d—X+@=—A)_(—Ax+)7+y (7)

dt dt
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skad mozna otrzymac¢ rownanie opisujace $rednia

dx = =

—=—AX+Y ®)
dt

oraz, gdy od rownania (7) odejmiemy roéwnanie $redniej, otrzymamy réwnanie zaktocen

o zerowej Sredniej

ﬁ +Ax=y ©)
dt

Rownanie $redniej (8) mozna traktowa¢ jak zwykte deterministyczne rdwnanie o znanej

wartosci oczekiwanej Y. Dla rownania zaktocen (9) istnieje kilka metod rozwiazania, kto-

rych omawianie przekroczytoby mozliwosci referatu. Zainteresowani proszeni sa o siggnig-

cie do wyzej cytowanej literatury zrodlowe;.

Przyktad jednowymiarowego stochastycznego réwnania filtracji

Dla zilustrowania sposobu rozwiazywania stochastycznych rownan rézniczkowych filtracji
wod podziemnych, rozwazmy najprostszy przypadek jednowymiarowej filtracji ustalonej w
obszarze niejednorodnym, ktérego podstawowe rownanie rozniczkowe ma postac

i(kd—Hj 0 (10)
dx\ dx

Przy zatozeniu, ze wydatek jednostkowy ¢ jest znany na podstawie niezaleznych pomiaréw,
réwnanie to po scatkowaniu mozna zapisa¢ w postaci

dH _

— =gk (11)
dx

Wspblezynnik filtracji £ mozna zastapic¢ jego odwrotnoscia W, bedaca miara oporu hydrau-

licznego. Zaréwno wysoko$¢ hydrauliczna, jak i opor mozna rozdzieli¢ na warto$é oczeki-

wang ($rednia) 1 zaklocenie losowe o zerowej sredniej, to jest:

H=H+h, H=E[H],  E[r]=0

_ _ (12)
k=W +w, W =E[l/k], E[w]=0
Rownanie (11) zapisane w kategoriach wartosci oczekiwanych ma postac
diH| dH = —
El— |=—"—=—gW 13
[ dx } dx 1 (13)

Odejmujac je od ogdlnego réwnania (11), otrzymuje si¢ rownanie opisujace zaklocenia
losowe
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% =—qw (14)

Przyktad stochastycznego réwnania filtracji dwuwymiarowej

W przypadku dwuwymiarowe;j filtracji ustalonej, w osrodku porowatym o wspotczynniku
filtracji niejednorodnym lecz izotropowym, rozktad wysokosci hydraulicznej mozna opisaé
za pomoca rownania

i(ka_H}Li k&_H =0 (15)
ox\ ox ) oy\ Oy

Roézniczkujac rownanie (15) i dzielac wynik przez wspolczynnik filtracji, otrzymuje si¢

0’H 0dlnkoH ©°H Olnk oH
+ + + — =
o’ ox ox oyt oy Oy

0 (k=0) (16)

Jak widaé, w wyniku rézniczkowania wspotczynnik filtracji zostal zastapiony jego loga-
rytmem. Zmienno$¢ przepuszczalnosci jest czgsto wyrazana ilosciowo w postaci odchyle-
nia standardowego logarytmu wspotczynnika filtracji o)k, ktére, jak wykazata praktyka,
moze oscylowa¢ od 0,4 do 4. Jezeli In k jest staty, rozktad wysokos$ci hydraulicznej opisany
jest po prostu rownaniem Laplace’a. Logarytm wspolczynnika filtracji ma najcze$ciej roz-
ktad normalny i zazwyczaj moze by¢ kompletnie opisany za pomoca sredniej i kowariancji.
Jest on ponadto zmienny w znacznie mniejszym zakresie, niz sam wspotczynnik filtracji.
Z wyzej wymienionych powodoéw korzystne jest stosowanie w réwnaniach filtracji loga-
rytmu naturalnego k zamiast samego k. Logarytm ten uwazany jest za proces stochastyczny
z nastgpujaca $rednia i zaktoceniem:

Ink=F+f; E[mk]=F; E[f]=0 (17)
Stosujac t¢ dekompozycjg oraz wyzej oméwiona dekompozycje wysokoséci hydraulicznej

na sum¢ warto$ci $redniej H i zaktocenia A, otrzymuje si¢ rownanie rozktadu $rednich
wartosci wysokosci hydraulicznej w postaci

277 T 277 T
81;I+8F8H+E[8f8h}+81;1+6_F8i+E of oh o
ox ox Ox Ox Ox | Oy oy Oy oy Oy

Odejmujac réwnanie (18) od oryginalnego rownania filtracji (16), otrzymuje si¢ wyrazenie
opisujace zaktocenia wysokosci hydraulicznej

o’h OF 0h of 6H &°h OF oh of 6H
+—t——+ +—t——

o’ ox ox  Ox ox oy oy dy oy oy

_ E[@%}_ZG_ME A on| doh_,
Ox Ox | Ox Ox Oy 0y | Oy oy

(18)

(19)
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Ze wzgledu na obszernos¢ i réznorodno$¢ zagadnien hydrogeologicznych, w ktorych meto-
dy stochastyczne znajduja zastosowanie oraz koniecznos$¢ bieglej znajomosci zaawansowa-
nych metod matematycznych stosowanych w analizach stochastycznych, przedstawiono
jedynie w zarysie sposob podejscia do tych zagadnien. Czytelnicy zainteresowani pogle-
biona wiedza w tym zakresie proszeni sa o siggnigcie do wymienionych wyzej publikacji
podstawowych, w ktorych z kolei mozna znalez¢ obszerna bibliografi¢ zastosowan metod
stochastycznych i pol losowych w hydrogeologii.
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